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Abstract

Partiendo de una identidad béasica que puede probarse con argumentos
elementales de probabilidad, se presentan algunas identidades que surgen
al relacionar distintos tipos de momentos de las variables aleatorias en
cuestién.

1 Introduccion
POR HACER.
2 Preliminares

Comenzaremos por recordar algunas de las definiciones y resultados basicos de la
probabilidad con los que estaremos trabajando en este articulo. Si €2 es el espacio
muestral de un experimento aleatorio, y A es el conjunto de eventos (el o-campo)
de , una (medida de) probabilidad es una funcién P : A — R, tal que: (i)
P(Q) =1, (ii) P(A) > 0 para todo A € A, y, (iii) Si los eventos Ay, ..., A, son
dos a dos disjuntos, entonces P (U, A;) = > | P (A;). Algunas consecuencias
inmediatas de esta definicién (que usaremos sin comentarios adicionales) son:
(1) P(A) € [0,1] para todo A € A, (2) P(@) =0, (3) P(A°) = 1— P(A).
Dados dos eventos A, B € Q, se define la probabilidad condicional de A dado
B, lo cual se escribe P (A | B), como P(A|B) = PI(D’?EJ)B), cuando P (B) > 0.
Se tiene entonces la ley de multiplicacion P(AN B) = P (A | B) P(B). Se dice
que los eventos A y B son independientes, cuando P (AN B) = P(A) P(B).

En el caso de n eventos Ai, Ao, ..., A,, la independencia requiere que se dé
la igualdad P (A;, N---NA;, )= P(A;)- - P(A;,) para todos los indices 1 <
i1 < -+ < i <n,endonde k =2,...,n. Si By, Bo,...,B, son eventos dos a



dos disjuntos, tales que U}, B; = 1, y A es un evento cualquiera, entonces se
tiene la ley de probabilidad total: P(A) =Y., P(A| B;) P (B;).

Una wvariable aleatoria X es una funcién X : Q@ — R con la propiedad de
que para cualquier intervalo I C R se tiene que X (I) = {w € Q: X (w) € I}
es un evento. Si el rango Rx de X (llamado “conjunto de valores posibles
de X”) es un conjunto discreto, se dice que X es una wariable aleatoria disc-
reta. En este articulo apareceran variables aleatorias discretas para las que
Rx C N =/{0,1,...}. El evento X! (a), a € Rx, se escribe como {X = a},
y la probabilidad de éste se escribe como P (X =a). Se puede dar sentido
a P(X =z) para ¢ € R poniendo P(X =z) = 0si ¢ ¢ Ryx. La funcién
P : R — R asi obtenida se llama funcion de probabilidad de X. Observe que
esta funcién tiene la propiedad ), p P (X =k) = 1. Dada una variable
aleatoria discreta X con valores posibles Rx, el valor esperado (o media) de X,
denotado por E (X), se define como E (X) =}, p kP (X = k), cuando esta
serie converge. Si ¢ : R — R es una funcién dada, la composicién Y = ¢ (X) es
una nueva variable aleatoria, cuyo valor esperado (si existe) se puede calcular
como E(Y) =3 1 cp. (k)P (X =k).

La variable aleatoria discreta mas simple es la relacionada a un experimento
(prueba) de Bernoulli con pardmetro p € [0,1]. En este caso el espacio muestral
estd formado por sélo dos resultados, uno llamado ézito (e), que ocurre con prob-
abilidad p, y el otro llamado fracaso (f), que ocurre entonces con probabilidad
1—p. (Por ejemplo, al lanzar una moneda se declara éxito a uno de los lados de la
moneda y fracaso al otro. Sila moneda no estd cargada, se tiene ademés que p =
3.) La variable aleatoria X tal que X (e) = 1y X (f) = 0, es una variable aleato-
ria de Bernoulli con pardmetro p. Su funcién de probabilidad es P (X = 1) = p,
P(X=0)=1—-py P(X=2x)=0parax ¢ {0,1}. Si tenemos n variables
aleatorias de Bernoulli Xy,...,X,, con pardmetro p (el mismo para todas), in-
dependientes (lo que significa que los eventos {X; =ji},...,{Xn = jn} son
independientes, para cualesquier ji,jo,...,jn € {0,1}), podemos considerar
la variable aleatoria X = X; + --- + X,,. Esta cuenta el nimero de éxitos
que hay en n pruebas de Bernoulli. (En el ejemplo de la moneda, se trata
de lanzarla n veces —o equivalentemente, lanzar una vez cada moneda de un
grupo de n monedas idénticas—, y contar el nimero de caras —o cruces— que
se obtienen.) A esta nueva variable aleatoria discreta se le llama binomial con
pardmetros (n,p), y escribimos X ~ Bin(n,p). Es claro que el conjunto de
valores posibles para X es N = {0,1,...,n} y que su funcién de probabilidad
es P(X =k) = <Z)pk (1 —p)nfk, k € N (y, por supuesto, P (X =z) = 0 si
z ¢ N). (Observe que la condicién Y p_ P (X =k) = 1 es simplemente la
férmula de (a +b)", cona=py b=1-p.)

Sea k € N dado. Consideremos la variable aleatoria Y que cuenta el niimero
de pruebas de Bernoulli independientes (con probabilidad de éxito p, la misma
para todas), necesarias para obtener s éxitos (de modo que el evento {Y = n}
significa que el k-ésimo éxito se obtuvo precisamente en la n-ésima prueba).
Como hasta la (n—1)-ésima prueba se llevan k—1 éxitos (y por tanto n— fraca-



sos), y en la n-ésima prueba ocurre un éxito (el k-ésimo), se ve que P (Y =n) =
(:j)p” (1—p)" " endonde n = k,k+1,.... Haciendo z = n—r > 0, el miem-

bro derecho de la férmula anterior se ve como (*7*7")p" (1 —p)*. La variable
aleatoria X cuya funcién de probabilidad es P (X =) = (“I*1)p" (1 —p)”,

x = 0,1,... se llama binomial negativa con pardmetros (/;:ps, y escribire-
mos X ~ BinNeg(k,p). As{ pues, el evento {X =z} es aquél en el que
en una sucesién de pruebas de Bernoulli con probabilidad de éxito p, el k-
ésimo éxito ocurre en la (x + k)-ésima prueba. El hecho de que la férmula
descrita anteriormente para P (X = z) es efectivamente una funcién de prob-
abilidad de la variable aleatoria X con conjunto de valores posibles N’ (es
decir que Y o2  P(X =x) = 1), se explica de la siguiente manera: el coefi-
ciente binomial (Z) = m, que en principio esta definido solamente para
k,x € N tales que k — & > 0, puede escribirse (después de simplificar los
factores comunes de k! y de (k — z)!) como (¥) = “(”_1)(”_i?"'(”_x+l). Esta
expresién hace sentido para cualquier x € Z y cualquier x € N’. De hecho,
observe que para cualquier kK € N dado, el coeficiente “binomial negativo”
(_;) se escribe como (_:) = (-1)" (ltff), y que esta expresion tiene sen-
tido para cualquier z = 0,1,.... Asi pues, si para k € N dado, hacemos
el desarrollo formal de (1 —¢) " segin la férmula del binomio, obtenemos
(1-) " = 2%, () (-0 = X%, ("751")a" Sig =1~ p tenemos fi-
nalmente que > - P (X =xz) =Y., (I:fIl)p" (1—p)* =pp~ " =1, como
queriamos.

Para x € R,n € N, n < z, se define el n-ésimo factorial descendente de
x, denotado por (z),, como (), = H;:Ol (x —1). Sin > x se define (z), =

0. Observe que si z,n € N, se tiene (;) =1 (2),. Para z € R,n € N se

nl

define el n-ésimo factorial ascendente de x, denotado por (™), como z(" =
[T (@ +19). Sia,neN,se tiene (“" ') = Lz(™. Finalmente observe que
2 = (=1)" (—z), (o bien (z), = (—=1)" (=z)"™).

Como (), es un polinomio en z de grado n (con término independiente
nulo), podemos escribir (z), = Yp_; s(n,k) 2", en donde s(n,k) son los co-
eficientes del polinomio, los cuales quedan completamente determinados por
nyk 1<k <n Losnimeros s(n, k) se llaman nidmeros de Stirling del

primer tipo. De hecho, se tiene s(n,n) = 1y, para k = 1,2,...,n — 1 se
tiene s (n,k) = (—1)”7]6 (Zlgi1<i2<~~<in,k§n—1 i1io - "infk)' Para k < 1
o k > n se define s(n,k) = 0. Asi como expresamos a (), como combi-
nacién lineal de las potencias z, 22, . .., 2" de z, podemos considerar la expresién
de cada una de las potencias ™ en términos de (), (x),,...,(x),, digamos
2" =31, S(n,k)(z),. Los correspondientes coeficientes S (n, k) de esta ex-
pansién se llaman nimeros de Stirling del seqgundo tipo. De hecho, se tiene la
siguiente férmula explicita (ver [C], p. 82) S(n, k) = Z?Zl (—1)F7 (];)]”
Observe que S (n,1) = S(n,n) = 1, para todo n € N, y se define S (n,k) =0



para k < 1 o k > n. Finalmente, usando que (™ = (—1)" (—x),,, obtenemos

n

™ = Z(—l)"_ks(n,k) z, (2.1)

k=1

n

2" =) ()" S (n, k) 2P (2.2)
k=1

Las definiciones anteriores conducen de manera natural a la propiedad de

inversién entre los nimeros de Stirling de primero y segundo tipos: si s =

(s (n,k))n=1,2,... v S = (S (n,k))n=1,2,... son dos matrices infinitas, en cuya n-

—LsLsee —L9Lsee

ésima linea y k-ésima columna se encuentran los ndmeros de Stirling s (n, k)
y S (n, k), respectivamente, entonces s§ = Ss = I, en donde I es la matriz
identidad (de orden infinito). Es decir, para cualesquier k,n € N se tiene que

n

ZS(H,])S(],]C):ZS(H7]>S<],]€):(5kn (23)
=k

=k
Algunas lineas y columnas de las matrices s y S son

1 0 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 0
2 -3 1 0 0 0
s—| -6 11 -6 1 0 0
24 —50 35 10 1 0
~120 274 -225 85 15 1
y

(1.0 0 0 0 0 -]

11 0 0 0 0

13 1 0 00

S—|1 7 6 1 0 0

1 15 25 10 1 0

1 31 90 65 15 1

Sea X una variable aleatoria discreta con conjunto de valores posibles Rx C
N, y sea k € N dado.

(*) Se defiene el k-ésimo momento potencial de X, denotado por m(z, x),
como my x) = F (Xk) (cuando éste existe). Es decir, se tiene que m x) =
Y icRy i*P (X =1). Si para algin § > 0 existe la funcién M, x) (t) = E (e¥),
t € (—4,0), ésta se llama funcidn generadora de momentos potenciales de X,y

tiene la propiedad de que ;TIZ.

r—o Mam) (8) = me,x).
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(*) Se defiene el k-ésimo momento factorial descendente de X, denotado
por fx,x), como fu x)y = E((X),) (cuando éste existe). Es decir, se tiene
que fie,x) = D icry (D P (X =1). Como (i), = k!(}), se tiene que f x) =
klbg x), en donde by x) = D icp, (}C)P(X =1) es el k-ésimo momento bino-
mial de X.

(*) Se defiene el k-ésimo momento factorial ascendente de X, denotado por
f(ng X)» como f(}z x) = E (X(k)) (cuando éste existe). Es decir, se tiene que
f(—;,X) = D icRyx iMP (X =4). Como i) = k!(“']z_l), se tiene que f(Jl;X) =

klby. x)» en donde by vy = e p, (R P (X =) es el k-ésimo momento

binomial negativo de X.

Las formulas 2" = > ,_, S (n, k) (z), v (2), = Yr_; s (n, k) z*, anterior-
mente establecidas, nos dan relaciones entre los momentos factoriales descen-
dentes y los momentos potenciales de la variable aleatoria discreta X, a saber

k
mex) = Y S (k) fi.x)s (2.4)
j=1
y
k
fiey =Y s (rj)ymg x), (2.5)
j=1

: o . —k
respectivamente. Similarmente, las férmulas 2™ = >0, (—=1)""" S (n, k) 2%,
y, 2 = S0 (=1)""* s (n, k) 2*, nos dan relaciones entre los momentos fac-
toriales ascendentes y los momentos potenciales de X, a saber

k
k—j .
max) = Y (=D S (k) S x: (2.6)
=1
Y k
k—j .
f(Jlrc,X) :Z(_l) js(kvj)m(j,X)v (27)
=1
respectivamente.

Algunas combinaciones de las férmulas anteriores nos dan relaciones entre
los momentos factoriales ascendentes y los momentos factoriales descendentes
de X, a saber

k 7
foey =D > (=17 s (k) S (,5) I ) (2.8)

i=1 j=1

k g

f(z,X) = Z Z (1) "5 (r,i) S (i, 5) Ju.x)- (2.9)

i=1 j=1



En [H-L] se establecen las siguientes relaciones entre los momentos binomi-
ales de una variable aleatoria discreta X y sus momentos binomiales negativos:

k
k—ij n—1 _
b(kVX)ZZ(—l) J(,_ )b(j)x), (2.10)

=1 i1

k

_ k-1
) =Z<‘_1>b(j‘,x). (2.11)

=1 M

Consideremos la variable aleatoria X ~ Bin (n, p). Es facil ver que la funcién
generadora de momentos potenciales de X es M, x) (t) = (1 —p +pet)”, de
modo que, segin (2.4), para k € N tenemos que

k
(1 —p+pe")" =D S(k.J) f.x)- (2.12)

t=0 j=1

dk
MEX) = g

Los momentos factoriales descendentes f;, x) son!

f(lc,X) = (n)k pk-
Asi pues, podemos escribir (2.12) como

k

ij <?)pj (1 7p)nfj _ ZS (k,7) (n)Jpj (2.13)

Jj=1

Usando (2.9) vemos que los momentos factoriales ascendentes de X son

k 7
floxy =22 (=D s (ki) S (0,5) (n),; 0. (2.14a)

i=1 j=1
Es decir que
n N _ ki _ .
350 (j>pj L=p)" 7 =33 (1) s (ki) S (1,5) (), . (2.14D)
j=1 i=1 j=1

Como b, x) = %f(hx) tenemos que los momentos binomiales de X son

1Los céclulos son:

-

i () = =30 (1) (o (=
i=k

= m()PEY (?::)pi"“ L=p)" " = (n)p"

k i=k

foe,xy =

~

i=k



1 n
bik,x) = 77 ()" = (k>p’“. (2.15a)

é (ZL) (i)pj (1-p)"7 = (Z)pr. (2.15b)

Segun (2.11) tenemos también que los momentos binomiales negativos de X
son

O sea que

biex) = i <I; _ i) bij.x) = Zk: (];: i) (?)p] (2.16a)

Es decir que

i (‘j i Z - 1) (?)p] (1-p)" = é (j B i) (?)pj. (2.16b)

Jj=1
Observe que podemos escribir la expresién anterior como

f (o =2 (T ()

de modo que, segin (2.14b) tenemos que

S S (1 (5,0) 8 () ), = k'z; (’;:D (Zl)py

i=1j=1
La funcién generadora de momentos potenciales de Y ~ BinNeg (k,p) es

My yy (t) = W, de modo que, segun (2.4), para k € N tenemos que

K k

o u_(ljgw = ZS (k,7) fGy)- (2.17)

dk
datk

M(k,y) =
=1



Los momentos factoriales descendentes de Y son?

k+r—1) (1-p\"
fi = (m—l)!) ( pp> |

Entonces, (2.17) puede escribirse como

ST Yoo S U (52) g

y=1 p

De (2.9) vemos que los momentos factoriales ascendentes de Y son

k 7 .
—i GH+r—=1!/1-p)’
fon =2 X 0 s s ) U ( p). (2.19)

i=1 j=1 p

Es decir, se tiene que

>y <y o 1)19" (1-p)" (2.19b)
&< ki ‘ (G+r—1! (1-p)’
= ST s s) T (1)

Como by, x) = % Jr,x) tenemos que los momentos binomiales de Y son

1(k+r—1)! (1-p\*

)

2Los célculos son:

> (y+n_1)p“(1—p)y

o0
y=k
o0

_ ( +H_1) K _ y
- ;C(H—m(y ot (1-»)

_ (k+rx—1)! (y+r—1)! o (1 —
] Z(k+n—1)'y it =P’

UR%)

(k_:,_,g ! -~ z+k+r—1 " z
TR A+’ kz( k+r—1 )pH (1-r

-




O sea que

i (Z) (y:fI 1>p*”‘ (1-p) (2.20b)

y=k

e

Segtin (2.11) tenemos también que los momentos binomiales negativos de YV’
son

" k-1
bryy = Z ( . l)b(j,y) (2.21a)

O sea que

°°1 <y+:_l> (y:il)p“(l—p)y (2.210)

Y

SECNCTE

J

E

3 El problema inicial

La identidad bésica en este articulo esta contenida en el siguiente teorema.
Daremos dos demostraciones de él.

Teorema 3.1 Sean n,k,m € N, 0 < k < n. Entonces para cualquier p € R
se tiene la identidad

m—1

55 SO0 e

Jm—1=k jm-2=Jm—-1 J1=J2
Y mk m\n—k
= 1 _— .
(k)p ( p )

Convenimos que si m = 1, las sumatorias del lado izquierdo de (3.1) se
reducen al tinico término (})p* (1 — )" " (que es el lado derecho de (3.1) con
m=1).



Demostracién 1. Por induccién sobre m. Usaremos que (AA/;) (1\1;[) =

(ﬁ) (1\]\/;:1;). Para m = 2 tenemos

3 a0 v
<Z)p2k 1-p"* g <n B k)ﬂ
() a=ortasp

(Z)p% (1—p)" ",

lo que muestra la identidad en este caso. Supongamos vélido el resultado para
una m > 2 arbitraria y veamos su validez para m + 1. Se tiene

55 £ (0 Ghmmar

Jm=k jm—1=Jm J1=J2

£ £ (e

_ pm)n*jm

I
i}
B
(7=
N
e
N~
—~
=
I
s
S~—
<
3
>
N
N~
i}
3
~
—

Sl A A mAn—jm ik
m(1— 1—
A ( 3 k)p (1=p") (1-p)

N\ (m+1)k - n—k mGm—k) (1 _ o m\R—dm (1 _  Nim—k
) ST (Yt gy 1y

mn _ k; . )
p(nl+1)k Z <n ) (pm _pm+1)J7n k (1 _pm)n JIm

I
AAQAA

como se queria.

Q.E.D.
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Demostracién 2. Se trata nuevamente de hacer induccién sobre m, usando
ahora argumentos de probabilidad para validar las etapas de la induccién. La
variable p que aparece en la identidad por demostrar serd una probabilidad
(de hecho ambos miembros de la identidad serdn probabilidades), por lo que
demostraremos que (3.1) se cumple para toda p en el intervalo [0,1] (y que
ambos miembros de (3.1) son también nimeros de este intervalo). Viendo (3.1)
como una identidad de polinomios de la variable real p (que mandan el intervalo
[0,1] en él mismo), demostraremos entonces que estos polinomios son idénticos
para p € [0,1]. Serdn entonces idénticos para toda p € R.

Supongamos que se lanzan n monedas, cada una de las cuales muestra
cara con probabilidad p. Si X es el niimero de caras obtenido en este
primer lanzamiento se tiene X() ~ Bin (n,p), de modo que P (X(l) = k) =
(Z)pk (1 —p)"_k, 0 < k < n. Aquellas monedas que mostraron cara en el
primer lanzamiento se vuelven a lanzar. Si X(?) es el nimero de caras obtenido
en el segundo lanzamiento, la probabilidad P (X @) = k) la podemos calcular
de dos maneras:

(a) Viendo a X como una variable aleatoria binomial, en donde éxito
significa que una moneda mostré caras en el primero y en el segundo lanzamien-
tos. Esto ocurre con probabilidad p? (es la probabilidad de la interseccién de los
eventos {cara en el primer lanzamiento} y {cara en el segundo lanzamiento},
cada uno de ellos con probabilidad p; siendo estos eventos independientes, la
probabilidad de la interseccién es p?). Es decir que X (2) ~ Bin (n, pz), de modo
que P (X® = k) = ()™ (1-p2)"".

(b) Condicionando sobre el nimero de caras obtenidas en el primer lanza-
miento, la ley de probabilidad total nos dice que la probabilidad P (X @ = k)
es P (X(Q) =k) = ZZ:OP (X(Q) =k| XM= j1) P (X(l) = j1). Pero cierta-
mente P (X® =k | XM =j) = 0siji <k, de modo que P (X®? =k) =
S P(X® =k | XW=4)P (XM =j), en donde P(XW =j)
=) Q=-p"tyP (X@ =k | X® =j) = (I)pk (1 —p)y"F. Asf pues,
se tiene que P (X(2) = k:) = Z;.Ll:k (ﬁ) (Jg)pk‘*‘jl (1— p)n_k.

Estas dos maneras de obtener P (X 2 = k:) nos dicen que

zn: (Z) (];)pk+j1 (1—p) k= <Z>p2k (1—p2)" "

Jji=k

lo que muestra la identidad (3.1) en el caso m = 2.

Supongamos entonces valida la identidad (3.1) para una m > 2 cualquiera,
y veamos su validez para m + 1. Si las monedas que mostraron cara en el
segundo lanzamiento las volvemos a lanzar, y las monedas que muestran cara
en este tercer lanzamiento las lanzamos de nuevo, podemos continuar hasta un
m-~ésimo lanzamiento y calcular la probabilidad de que el nimero de caras en
este lanzamiento sea k, 0 < k£ < n. La hipdtesis de induccién nos dice en-
tonces que si X (™) es el nimero de caras obtenidas en el m-ésimo lanzamiento,
la probabilidad P (X(m) = k:) = (Z)pmk (1 —pm)n_k se puede calcular con la
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expresion del lado izquierdo de (3.1). Si lanzamos las monedas que mostraron
cara en el m-ésimo lanzamiento, y X(t1 es el ntimero de caras obtenidas
en este nuevo lanzamiento, tenemos por una parte que P (X (m+1) — k) =

(p)ptm+bk (1 — pmH)n*k. Por otra parte, condicionando sobre el nimero de
caras obtenidas en el m-ésimo lanzamiento, tenemos segin la ley de probabilidad
total queP(X(mH) _ k) :Z;}m:kp (X(m+1) =k| x(m) — ]m)P (X(m) = jm)7

en donde (por la hipédtesis de induccién)

Il
-
M:

<T'L) (‘7) h <j"~"1>pjm+22”fﬁ (L=p)" ",
J1/ \J2 Im

y P (XD = | XM = j,) = (jg‘)pk (1 —p)’™~*. Entonces

n
j1=J

j2

P (X(mH) - k)
n
(m+1) _ 1 | x(m) _ (m) _
g::kp (X D — k| X jm) P (X jm)

zn: zn: Zn: (Z) (?;) (jlz“b)pmzznlji 1—p)"*,

Jm=k jm—-1=Jm J1=J2

y por lo tanto

En: zn: . Zn: (Z) (;;) (jgt)pmz;"lji (1—p)

Jm=k jm—1=Jm J1=J2
n —k
— (k>p(m+1)k (1 _pm+1>n :

lo que muestra (3.1) para m + 1.
Q.E.D.

Dividiendo entre (1 — p)”~* ambos miembros de (3.1) obtenemos

£ S (O)E) ) e

Jm—1=K jm—2=Jm—1 J1=J2

m—1 n—k
— n (m—-1)k i
(k>p ; p :

Consideremos ahora el siguiente problema mas general. Sea t = t; + to +
-+ ty,endondev; € N, ¢ =1,2,...,m. Se tienen n monedas que se lanzan
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t1 veces. En cada uno de estos lanzamientos las monedas muestran cara con
probabilidad p;. Las monedas que mostraron cara en el t1-ésimo lanzamiento,
se lanzan vy veces. En estos nuevos lanzamientos las monedas muestran cara
con probabilidad ps. Las monedas que mostraron cara en el (t; + t3)-ésimo
lanzamiento, se lanzan ahora t3 veces. En cada uno de estos lanzamientos las
monedas muestran cara con probabilidad ps. Siguiendo de esta manera, las
monedas que mostraron cara en el (t; +ty + - - - + t,,—1)-ésimo lanzamiento, se
lanzan ahora t,, veces. En cada uno de estos lanzamientos las monedas muestran
cara con probabilidad p,,. Se quiere calcular el niimero de caras en el t-ésimo
lanzamiento. El problema que consideramos anteriormente corresponde al caso
enquety =ty =--=t,=1lyp=py=--=py=p

Si X (1) es el nimero de caras en el t;-ésimo lanzamiento, se tiene X (¥1) ~
Bin (n,p;'), de modo que P (X(tl) =k) =} )pillC (1 fpil)nfk. Similarmente,
si X(11+%2) o5 el niimero de caras en el (t; 4 ty)-ésimo lanzamiento, tenemos
por una parte que X F1%2) ~ Bin (n, p{'p%?), de modo que P (X(rte2) =) =
() pikpiek (1 — po pEQ)n_k. Por otra parte, la ley de probabilidad total nos dice
que P (X(14e2) = k) = Y | P (X(He) = k[ X() = ;) P (X() = jiy), en
donde P (X() = ji) = (!)pi? (1 —pi))" 7y P (X2 = | X() = jy) =
( )pggk (1-— 1)52)]1 % de modo que la probabilidad P (X(1F72) = k) nos queda

n 1 1— k
como P (X(t1+t2) — k) — Z]lzk (Jl)( )piljlpgzk (1 pl )n J (1 pEQ)]
Obtenemos entonces la identidad

n .
S () (3)atrast -y gy
J1

Ji=k
n —k
B (k)pil’“pé"‘k (1=pyp3)" "

Siguiendo de esta manera, podemos calcular la probabilidad P (X () = k)
de dos maneras distintas para obtener la identidad

R CY

1=k Jm—2=Jm— Jj1=j2
v1J1,.v272 v 1] 1, tmk
PP pmm 1" P
t1\—J1 vo\J1—J2 o \Jm—1—kK
(L=p)" A=) (M=)

tlk tgk‘

—k
B (k>p1 Py pim P (1 — piips? - pl) T

(La cual puede validarse con un argumento similar al usado en la demostracién
(2) del Teorema (3.1).)
Sitvy=to=-"=ty, =ryp =p2=--=pm =p, (3.3) se ve como
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S5 S 0-0r) e

Jm—1=K jm—2=Jm—1 J1=J2
'pr(k+zi:1 ]i) (1 _pr)nfk

_ Y mrk _ mrk n—Fk
= (™

(Observe que si ademds ponemos 7 = 1 en (3.4), obtenemos (3.1
Podemos combinar (3.4) con (3.1) (junto con el hecho trivial (p")
para escribir

EE EQEG)E

. . . 2
JIm =k Jjm— — J1=7J2 J

D,

I
M= L
nN
||M:
<~
Mﬁ
VS
=3
=
~_
VRS
)
N —_
S~
7 N
o
??‘i
—
'
]
3
S
ol
+
I
o
N————
_
S|
3
\_;
>

Mas generalmente, si m = myms - - - mg, entonces se tiene que

n

DR SRS SRS

Jmy—1=k Jmi—2=Jm; -1 J1=j2

( >(]1> . (]ml 1) Mimeo-- mg(k+zrﬂ1 1 1)
J1/) \Jz

n n n

B S D Y S 3

Jmg—1= =k jmy—2=Jmg—1 J1=J2

() (s e
= (1= pmme )" kjmz; km;m“ Jz;( )( )_.,(jm;ﬂ)
()G

(jmsl> mima-- mb(k+2m5 1 ,L)
k p
mgk

Dividiendo esta expresién entre 1 — p nos queda
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myimo---ms—1 n n n
S0 >R D SRS VD DR
1=0 Jmq—1=K Jmy—2=Jm;—1 J1=J2
<n> (Jl> .. (]m11>pm1m2 mé(kJerl ! z)
Ji/) \Jz2
mimy---ms—1 n—k n n n
= i “ .
(Y v ey
1=0 Jmo—1=K Jmo—2=Jmg—1 ji=Jj2

. (jm2 1>pm1m2 ‘Mg (k+zm2 1j1)

Jms—1=K jms—2=Jmgs—1 J1=j2

<n> j > jm51> mims- mﬁ(k+zm5 1 1)
. . p
J1 J2 k

mimeg--mg—1 n—k
_ <Z>pm1m2..-msk ( Z pi> .

=0

Por ejemplo, si s =3 y m1 = 3, me =4, m3 = 5, tenemos la identidad

£ EECOE
(ipi> Z )( )( )<Jg>p15(k+jl+j2+j3)

Jjz=k j2=js j1=J

G
) £ E 000

ja=k jzs=jaj =

(&)

Si ponemos p = 1 en (3.5) nos queda
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— n—k - - - n jl jmlfl
mym) Y e (M) () (0
Jmq—1=K Jmy—2=Jm;—1 J1=J2 J1 J2
n n

> o2 e (6 ()

Jmo—1=K Jmo—2=Jmg—1 J1=J2
n n

ms)" "
w55 2004

Jms—1=K Jmg—2=Jms—1

— (Z) (mama - -mg)" "

En particular (con s = 2) vemos que para cualesquiera mq,ms € N se tiene
que

3 2 o B WG e

jm171=k5 jmr172:j1nl—1

£ 5 S EO0-)

Jmo—1=K Jmo—2=Jmg—1 J1=J2

(o)

Podemos ir un paso més en la generalizacion anterior, considerando ahora d
problemas similares, con el nimero de monedas distinto en cada uno de ellos.
Digamos que tenemos d conjuntos de monedas, el i-ésimo de ellos conteniendo
n; monedas, ¢ = 1,2,...,d. En cada uno de estos conuntos de monedas hacemos
el procedimiento descrito en la generalizacién anterior: se lanzan inicialmente
las monedas vy veces, las cuales muestran cara con probabilidad p;. A aque-
llas monedas que mostraron cara en el tj-ésimo lanzamiento, se les vuelve a
lanzar ahora ty veces, y en estos lanzamientos las monedas muestran cara con
probabilidad ps. A las monedas que mostraron cara en el (t; + ta)-ésimo lan-
zamiento, se les vuelve a lanzar ahora t3 veces, siendo ps la probabilidad de
mostrar cara en estos lanzamientos. Siguiendo de esta manera, se lanzan final-
mente t,, veces las monedas que mostraron cara en el (t; +ta+ -+ 4+ ty_1)-
ésimo lanzamiento, siendo p,, la probabilidad de mostrar cara en estos tltimos
t,, lanzamientos. Calculando de dos maneras distintas la probabilidad de que
después del vt = v +t2+- - -+t,, lanzamiento se obtengan k caras llegamos a (3.3)
(con la n igual a la correspondiente n; del conjunto de monedas considerado). Si

4 7 . 7 . .
X,(“) ngtetn, € €l nimero de caras que se obtienen en el t-ésimo lanzamiento

del conjunto de ny + ny + --- + ng monedas, tenemos que X,(Ltl)+n2+,__+nd ~

Bin (n1 +n2 + -+ +n4,p1'p5” - - pii), de modo que P (Xv(:l)+n2+~~+nd = k) -
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(n1+n2+---+nd) vk, ok ni+nottng—k
k

pipsRT e pEnk (1 — pips? - - pim) . Por otra parte,
con un sencillo argumento con la identidad (de convolucién) de Vandermonde

podemos ver que

(v) _
P (Xnt1+n2+"-+nd - k)

- zk:zk: zk: P(X,(;g:il)p(Xr(Lz):ig)._.

i1=0i3=0  ig_1=0
P (sztd),l = idfl) P (X&,) =k—i1—ig— - — 'idfl) ;

en donde, segiin (3.3) tenemos

oy - £ 5 () ()

; S y = J2t
Im—1,t=% Jm—2,t=Jm—1,t Jit=J2t

t1j1¢, t2j2t T —1Jm—1,t, Tt
.pl p2 .. 'pm71 p’rrl{l

(L= )T (1= ) (L e
m

g 1 ! 3 ng—1i
1%t C27¢ Tm T1,.t2 T t Ut
<it>p1 Pyt (1= pY'py® -+ i) )

endondet=1,2,---,d,eig=k—1i1 —ig— -+ —ig_1.
La identidad asi obtenida es
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k k k ni ni ni
11=0142=0 1d—1=0 jm—1,1=%1 Jm—2,1=Jm—1,1 J11=j21
no no Nd—1 ng—1

Jm—1,2=12 Jm—2,2=Jm—1,2 J12=J22 Jm—1,d—1=%d—1Jm—2,d—1=Jm—1,d—1
ng—1 ng ng ng

i =3 . d—1. 4 = La=7j

J1,d=177J2,d=1 jo, 1 g=k—) ("] iz Im—2,d=Im-1.d J1d=J2d

ng—1 > <j1,d1 . <jm1,d1) <nd> <j1d> 3 < Jm—1 d )
Ji,d—1/) \J2,d—1 ) Jida) \J2d k— Zt 10t

Go)Ga) () ) G ()
(mﬁlpgs i ) oo

<
<

td—1
k (1 _ p?)Zf:l(“t*ju)
H (1 _pzs)Zfl(jsl,tjst)> (1 _ me)(Zle jmfl,t)*k}

d m m (Z?:l nt)_k)
—1 M
Zt kl ) pgsk (1 H pgs> .
s=1 s=1

Sivy=to=-=t,=ryp =ps=--=pm=p, (***) se ve como
k k k ni ni n1
11=012=0 1d—1=0Jm—-1,1=%1 Jm—-2,1=Jm—1,1 J11=Jz21

na no na NnNd—1 Ng—1

Jm—1,2=12 jm—22 —1,2 Ji12=J22 Jm—-1,d—1=%d—1 Jm—2,d—1=Jm—1,d—1

Nd—1 ng ng g
J1,d-1=J2,d—1 j,, _ 1,a=k— Z thm—2,d:jm—l,d J1d=J2d

(IE) BIEE) ()-
Ji1/) \Ja21 i1 Jiz) \Ja22 io

<nd1 ) (del) (ijdl) (mz) (jw) y ( Jm—1, d )
J1,d—1/) \J2,d-1 id—1 J1d) \J2d k=00
r(k+X 0 S Ge) (1— pr)(Ele ny)—k

p(

d
_ <Zt7€1 nt)pkmr (1 _ pmr)(Zle nt)—k '

Nuevamente observe que las m’s y las r’s son intercambiables. Por ejemplo,
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poniendo d = 2 y dividiendo por (1 — p) podemos escribir (con m; y ms en
lugar de m y r, respectivamente)

k ni ni ni no n n
11=0 Jm1-11791 Jm 21" mq—11  J11=J21 Jm1-127%2 Jmq-22Tmq—12 J12=J22
(m) <j11> (jm1—1,1> (n2) <j12> (jm1—1,2>

Ji1/ \J21 11 Ji2/) \J22 k—ip

ma—1 ni+ns—k
mq—1,. .
pmz(k+25:11 (s1+7s2)) (Z pl>
=0
k ni

11=0 Jrmo—11701 Jmo—21"Tmo—11  J11=J21 Jmo—1272 Jmo—22"Tmg—12 J12=J22

(m) (ju) (jmng) (nz) (jm) (jm21,2>
Ji1/ \J21 1 Jiz/ \J22 k—1i1

mi—

+na—k
m1(k+zm2’1(j-1+jv2)) ! l e
p s=1  (Us1+ds Z p
=0

n 4 n myma—1 ni+nz2—k
1 2\ _kmim !
( N )p ' ’*’( > p) :

=0

que con p = 1 se ve como

11 =0m 11701 Jm—21"Tm -1 J11=J21 Jm 12702 Jm 20T m 12 J12=J22

(nl) <j11) (jm11,1> (M) <j12> (jm11,2)
J11/ \J21 11 J12/) \J22 k—iq

1= mo—11791 Jmo—21"Tmo—11 J11=J21 Jmo—127%2 Jmo—22"Tmo—12 J12=J22

(ﬂl) <j11> (jm2—1,1> (nz) (jlz) (jm2—1,2>
Ji1) \J21 11 Ji2) \Ja22 k—iy

= (m —]L_m) (m1m2)n1+n2_k7

la cual es una identidad andloga a (3.6).

4 Algunos corolarios
Otras consecuencias interesantes vienen en el siguiente resultado.
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Corolario 4.1 Para cualesquier n,m,k € N, 0 < k < n, se tiene

(a)

S 5 B O (e

Jam—1=k jam—2=J2m—1 J1=J2

(b)

5,5 SO0 e

J2m =k jom—1=J2m J1=J2

Demostracion.
(a) Observe que si k = n el miembro izquierdo de (4.1) es igual a 1. Si k # n,
la identidad (3.2) con 2m — 1 en lugar de m y p = —1 se ve como

22 S (1)) () o

1=k jom—2=J2m—1 J1=J2

= () e (mz <—1>i>n_k -0,

=0

lo que termina de mostrar (4.1).
(b) En (3.2) escribimos 2m en lugar de m y p = —1 para obtener

o X (0) (e

jom—1=Jj2m J1=J2
n
k

(-1 (i(l)")n_k -(}):

lo que prueba (4.2).

N———

Q.E.D.

Una consecuencia de (4.1) es que si f : R — R es una funcién cualquiera,
entonces para cualquier [ = 0,1, ...,n se tiene

5% B () () s

J2m
Jam=lj2m—-1=J2m J1=J2

En efecto,
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i i Z £ (om) ( )(31) <j2fn1) ()T

Joem=lj2m—2=J2m—1 Jj1=j2 J2 J2m
n j ,
. om—1 m o
= Zf(JQW) Z Z()( )(7” )( )ZLu
N J2m
Jam=l Jom—1=J2m J1=Jj2
n
= D S (2m)nian,
Jam=l
= f(n).

Observe también que una consecuencia de (4.2) (sumando desde k = 0 hasta
k = n en ambos miembros de ella) es la siguiente expresién para 2"

Z Z Z Z ( )( ) («72;1> (c1)Z i _gn,

k=0 jom=k jom—1=J2m J1=J2

Corolario 4.2 Para cualesquier n,m,k € N, 0 < k <n, se tiene

R o 411 G R

Jm=k jm—-1=Jm J1=J2
) Z Z Z ( )( )...(Jm)p—zznlji,
Jm=k jm—1=Jm J1=j2 K

Demostracién. En (3.2) escriba p~—*

22 26 (o)
)
e ()

- (O (E)

de modo que, usando nuevamente (3.2) nos queda

en lugar de p para obtener
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£ 5 £ G

Jm=k jm—-1=Jm Jj1=jz2

g £ R0 ()

Jm=k jm—1=Jm J1=J2

de donde se obtiene (4.3).
Q.E.D.

Corolario 4.3 Sean n,m € N, m primo impar. Si py € C es una raiz
m-ésima primitiva de la unidad, se tiene

Z Z Z Z( )( )...(Jv;m1>p(<)1m)j,,ﬁz;":ljizl_

Im=0Jm—-1=Jm Jm—2=Jm—-1 J1=J2
(4.4)

Demostracién. Escriba (3.2) como

R R Co s

Jm—1=Jm Jm—-2=Jm—1 J1=J2
n -k
- (; )(@m@))" .
Jm

en donde ®,, (p) = 1 +p+ -+ +p™ ! es el m-ésimo polinomio ciclotémico.
Sume desde j,, = 0 hasta j,, = n para obtener

£ 5 RO (e

Jm=0Jm—1=Jm Jm—2=Jm—1 J1=J2

= (1 + O (p))

El resultado se sigue al observar que, siendo m primo impar, las raices del
polinomio ciclotémico @, (p) son justamente las raices m-ésimas primitivas de

la unidad.
Q.E.D.

Ahora explotaremos la parte de probabilidad para obtener mas resultados.

Corolario 4.4
(a) Para cualesquier n,m, N € N, m >2, 0< N <mn, se tiene
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N n n n . .
n (i gmo1) 2 -
DS () )p = a
Im=0Jm—-1=Jm Jm—2=Jm—1 J1=J2 ! 2 m

_ ﬁiA](Z>pnwn—ﬂ(1__pm)f. (4.5)

j=n—

(b) Para cualesquier n,m € N, m > 2, se tiene

S X R O

Jm=0Jm—-1=2jm jm—2=Jm—-1 J1=J2
1
= -2 (4.6)

Demostracién.

(a) Si X ~ Bin(n,p™) y 0 < N <mn, la probabilidad acumulada P (X < N)
se calcula como P(X < N) = I1_pm (n—N,N +1), en donde I, (a,f) =
m Jote (- 77 dt, 0 < 2 <1, B(a, ) es la funcién beta, e I, (a, 3)
es la funcién beta incompleta regularizada (ver [A-S|, pp. 258, 944, 945). Us-
ando que I, (o, 3) = Z;lif_l (a+f_1)xj (1 — )"~ tenemos entonces que
P(X<N)=TLpn(n=NN+1) =37\ (H)p""=) (1 -pm). Final-
mente observe que segin (3.2) el miembro izquierdo de (4.4) es justamente
P (X < N) en donde X ~ Bin (n,p™).

(b) Si Y ~ Bin(n,p), la probabilidad de tener un ndmero par de éxitos
es3 EJLZ{)QJ P(Y =2j) = £ (14 (1—2p)"). Esta férmula es justamente (4.6)
para X ~ Bin (n,p™), pues segin (3.2) el miembro izquierdo de (4.6) es igual a
EJLZ{)QJ P (X = 2j) (en donde escribimos j,, en lugar de j).

Q.E.D.

Observe que cuando N = n, (4.5) se ve como

R [ R ) I

Im=0 jm—1=K jm—2=Jm—1 J1=7J2 Jm

3Sea E, el evento en el que se obtienen un niimero par de éxitos en las n pruebas. Llamemos
T a P(Ep) = ZJLZ{EJ P (X = 2j). Sabiendo que en la primera prueba se obtuvo el evento
A = éxito (con probabilidad p), el evento Ej ocurre si y solamente si el nimero de éxitos en
las n — 1 pruebas restantes es impar. O sea que P (E, | A) = P(ES_;) =1— P(En_1) =
1 — mp—1. Similarmente, sabiendo que en la primera prueba se obtuvo el evento B = fra-
caso (con probabilidad 1 — p), el evento E, ocurre si y solamente si el evento E,_1 ocurre.
Es decir que P(Ey, | B) = P(En—1) = mn—1. La ley de probabilidad total nos dice que
mn = p(1—mn—1) + mn—1 (1 —p). Esta ultima expresién es una ecuacién en diferencias
que puede resolverse para 7, usando la obvia condicién inicial mg = 1. EI resultado es
0= L (14 (1—2p)"),
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Corolario 4.5 (Momentos Binomial) Para cualesquier n,m,r € N, m > 2,
se tiene

ISEDIEID Y ()( )..<j;7;1)pz;';lji(1_p)n—jm

Jm=1im—-1=Jm J1=J2

Zs (r,i) (n); p™. (47)

Zn: Zn: zn:j ()(.2)...(j;:l>pz§’im(1_p)n—jm

Jm=1jm—-1=Jm J1=J2

k
2 (- k) S (k. 5) (n); P (4.8)

k=1j=1

R R e

Im=TJjm—-1=Jm J1=J2

- (7:>me' (4.9)

ol ol 1 1) o R 0 S

Jm=1Jma1=jm j1=J2

N Z (Z i} 1) (Z)pmk' (4.10)

k=1

r

Demostraciéon. Para X ~ Bin(n,p™), tenemos segin (2.13), (2.14b),
(2.15b) y (2.16,b) que



respectivamente. Usando (3.1) en cada una de estas expresiones, y escribiendo
Jm en lugar de k, obtenemos (4.7), (4.8), (4.9) y (4.10), respectivamente.
Q.E.D.

Si Y es una variable aleatoria binomial negativa con parametros (k,p™),

tenemos que P (Y =y) = (y:le)pm” (1—p™)¥, en donde y = 0,1,.... Cam-

biando y por n segin n = y + &, podemos escribir P (Y = y) como

n—1

P

k—1

de modo que, segiin (3.1) tenemos que

n—1

. I Gy L (R

—1 (e

k—1

7 . m= 1
— n—1 .71 Jm—1 HflJr.z_: Ji n—k
- E ¥y e
it k—1
—1=Kk—=1jm—2=Jm—-1 J1=J2

y por lo tanto (regresando a la variable original y)

P(Y =y)
y+n 1 y+r—1 y+r— y—f—ﬂ 1 jmil m—l-}-’"‘ilji ,
25 SIS SIS o) () E e,
Jm—-1=K—1jm—2=Jm—-1 J1=J2 g J2

Es decir, tenemos que

k—1

y+n 1 y+r—1 y+r— . m1 .
ISR SRS o Chs ) R G PR

n k—1
Jm—1=K—1Jm—2=m-1 J1=J2

(y e 1)pm~ (- pm) (4.11)

Corolario 4.6 (Momentos Binomial Negativa) Para cualesquier m,r, k, k €
Ny p € (0,1), se tiene
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00 y+r—1 y+r—1 y+r—1

Py Y ooy (4.12)

Yy=1jm-1=k—1jm—2=Jm—1 Jj1=j2

Ny - .
-y’“<y+'.€ )(‘7.1) (j 1)292“1” (1—p)?
Wil J2 k—1

k . i
LGER=1) 1= pmY
= L SWI T, ()

p’”’L

00 y+r—1 y+r—1 y+r—1

Py Y ooy (4.13)

y=1ljm-1=k—1jm—2=fm-1 J1=J2

g0 (YTRTIY (I) (I st gy
7 J2 k—1

i

= ZZ(*l)k—ls(k’Z)S(%]) (j+l‘£1)!(1pm> |

i=1 j=1 (k —1)! P

00 y+r—1 y+r—1 y+r—1

Py Y ooy (4.14)

Y=k jm-1=k—1Jm_—2=Jm—1 Jj1=J2

(Z) (y +Z : 1) (j;) k (‘,im_Dpi”ll” (1-p)
- <k+f;—1> <1;"]Lgm> '

[e’s) y+r—1 y+r—1 y+r—1
perN*l § E E A E (415)
y=1jm-1=Kk—1jm—2=jm—1 Jj1=jz2

y+k—1) <y+n—1) <j1> <jm_1) st Y
. i=1 i 1_ E
( k J1 J2 k—1)P (1=p)
B i(k—l)(j—i—ﬁ—l) <1—pm>j

= \j-1)\ P

Demostracién. Segiin (2.18), (2.19b), (2.20b) y (2.21b), tenemos que si
Y ~ BinNeg (x,p™), entonces

iﬁ(ﬁf[l)pmu—pw Y (kg G (l‘pm)j,

j=1 (’% - 1)' pm



)

y+’€_1 mk m
Zy(’“)( o )p (1—p™)"
y=1
ki

i=1 j=1 (& —1)! pm

- Y y+r—1 me (1 _ ,om\Y

S () (e asem

y=~k

B k+r-—1 1—p™m 4§

= 3 o ,

- ]+k_1 j+"£_1 me my\J
f g =)

Jj=1

- ECNETT )

J

e

respectivamente. Usando (4.11) en cada una de estas expresiones, obtenemos
(4.12), (4.13), (4.14) y (4.15), respectivamente.
Q.E.D.

5 Otros resultados

Apoyados en (3.1) hemos obtenido la férmula (4.7), la cual escencialmente es la
férmula (2.13) sobre los momentos potenciales de X ~ Bin (n, p™). Dividiendo
(3.1) por (1 — p) obtuvimos (3.2). Una pregunta natural es si, apoydndonos en
(3.2), se puede obtener una férmula andloga a (4.7). La respuesta es afirmativa
y estd contenida en el siguiente resultado.

Estaremos usando (3.2) como

£5 R0 e

Jm=k Jjm—-1=Jm J1=J2
n m n—k
- (k)pmk (Zpl> :
=0

Teorema 5.1 Para cualesquier n,k,m € N se tiene
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i i i i(ﬁ)(jl) : <]’" 1)]321 e (5.2)

Jm=1jJm— J2 Im

S8 (k) (), 7 (Zﬁ) .
i=1 i=0

Demostracién. Por induccién sobre k. Poniendo k£ =1 en (5.1) tenemos

> oy Zm(.)( )...<j7;:>pz:”1ji

Jm,—lj»m 1—_]m J1=7J2

m n—1
=0

Peronp™ (31", pi)n_1 =S(1,1)(n), p™ (X1, pi)n_l, lo que muestra (5.2)
en el caso k = 1. Supongamos vélido el resultado para todo entero positivo < k,
y probémoslo para k + 1. Consideramos los dos caso k <ny k>n. Sik <n,
tenemos k + 1 < n y entonces podemos escribir (5.1) como

>y Y G k+1<.)<‘“> . <3m 1>pzl it

Jm=k+1jm_1=jm  J1=j2 J2 Im

m n—k—1
D (3]

=0

o bien

R (IR e

Jm=k+1jm-1=Jm Jj1=J2

m n—k—1
— (n)k+1 pm(k+1) <Z p2> )
1=0

Entonces
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Jm=1jm-1=jm  J1=j2 Jm

(1) P Y (ipi> n—k-1
Z k+1lz Z Z ( )( )..,(j¢1)pi§1ji

Jm=1jm—1=jm J1=j2 Jm

de modo que al usar la hipétesis de induccién nos queda

£5 00t

Jm=1jm-1=jm  J1=J2 Jm

m n—k—1
= (n)k+1pm(k+1) (sz>
1=0
l m n—j
s(k+1,0)> 8(1,4) (n); p™ (Zﬂ')

j=1

= (n)k+1pm(k+1) (ZPZ>
kol fmo \"T
—ZZS (k+1,0)S(,j)(n),;p™ (sz>

= (n)k+1pm(k+1) <ZP2>
1=0

k m n—j
-3 Z (k+1,008(,5) | (n);p™ (Zﬂ)

Jj=1 \I=j

M?r

-~
Il
—

~

n—k—1

Pero, segin (2.3) tenemos que

o~

Zs k+1,08(1,j)=-s(k+1L,k+1)S(k+1,j)=-S(k+1,7).

l=j

Entonces
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£ 5 £ ()

JM*ljm 1 ]m ]1_J2 jm
m n—k—1 k m n—j
() PO (zpi) F3S (e 1) (n), 5 (m)
i— j=1 i=0
k+1 n—j
Y Sk (z) ,
j=1

lo que termina la demostracion en este caso.

Consideremos ahora el caso k > n. Suponiendo vélido el resultado para todo
entero no negativo < k en donde k > n, veamos su validez para k + 1. Usando

que (jm)j =0 para j > j,,, podemos escribir

> 3 ZJ’““( )(”1> - (j”?-l)pz;zlj,-

2
Im=1Jm—-1=jm J1=J2 J Jm

no k41
— Z Z ...Z(ZS(kJrlai)(jm)i)

Jm=1Jm—1=Jm ji=j2 \i=1

GG

. (j”?1>p22';1ji
Im
= > X X (ZS (k+1,5) (),
Jm=1jm—1=Jm ji=j2 \Jj=1
J1 J2 Im
n n n n 7
= 2 > (ZS(’CJrLj)ZS(jJ)jfn
Jm=1Jm—-1=Jm Jji=jg2 \Jj=1 t=1

< )<J1> ..<j@—1>pz;n1ji
J1/ \Jz J

_ YV sk Y Y Y

j=1t=1 Jm—1=1Jm—2=Jm-1 Jj1=J2

A (2)()- (am Yo
J J2 Im

de modo que al usar la hipétesis de induccién y (2.3) nos queda
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£ 5 £ ()

Jm=1Jm—-1=Jm Ji1=J2 '71 jm
n J t m n—k
S S 1) 56,0 S () () (zpi)
Jj=1t=1 k=1 i=0

k:l t=k i=0
j m n—k
= ZS (k+1,5 Z(SJ’“( ) D" (Zﬂ)
k=1 =0
m n—j
= ZS k+1,7)(n) j(Zpl)
i=0
k41 m n—j
= ZS (k+1,5) (n); p™ (Zﬁ) :
i=0

como se queria.
Q.E.D.

Asi como el Teorema 5.1 nos da una férmula andloga a (4.7) (en donde
usamos (5.1) en lugar de (3.1)), el siguiente teorema nos da una férmula andloga
a (4.8).

Teorema 5.2 Para cualesquier n,k,m € N se tiene

>y ZJ““’( )(]2>--~<j”?1)p21'éw (5.3)

Im=1Jm—-1=Jm J1=72 Im
i m n—j
k—i m i
S s () S (15) (1) J<2p> |
i=1 j=1 Pt

Demostracién. Usando (2.1) y (5.2) tenemos
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3 £ el
Jm=1Jm-1=Jm j1=j2 J Jm

n

~ Yy Zli M]m]

Jm=1Jm—-1=jm Jj1=j2 Li=1

(6 ()=
J1 J2 Im

(—1)k_i8(k’,i)z Yoo

1 Jm=1Jm—-1=Jm J1=J2

0 (5
J1 J2 Im

I

K2

k m n=J
= Z( s(k,1) ZS (i, 4) Zp]

i=1 j=0

K m n—j
= >3 (-0 s (ki) S (,4) (n),; p™ (pr) :

i=1 j=1 i=0

Q.E.D.
En el siguiente resultado tenemos ahora una férmula andloga a (4.10)
Teorema 5.3 Para cualesquier n,k,m € N se tiene

X2 -2 ()G)- ()0 e

m—1=Jm Jj1=J2

SN0 ()

Demostracién. Segun [H-L], férmula (15), tenemos

(=00

Jj=1

Entonces, segtin (3.3) tenemos
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Z ey () () () (s s
_ z(’j‘i) S s (1)) () ()
G)

Jm=1Jm—-1=Jm J1=]2

Q.E.D.

Corolario 5.1 Para cualesquier n,k,m € N se tiene

(¢)

MZ_UMZ_M ngym< )( )~~<jzf:>is(k,j)(n)j(mﬂ)w

(b)

Zn: i z”; JZmH( ><J1> (.jm ) (_1)2?;”1“ji

2 2 1
Jem4+1=1jom mt1 j1=j2 Jo2m+

= (-1)"S(k,n)n'H (k—n). (5.6)

en donde H : R — R es la funcion escalon unitario H(t) = 0 sit < 0y
H(t)=1sit>0.

(¢)
ZZ Z #(; )(h)“-(j;'-‘;)

T

ZZ ) (k5) (n),; (m+1)"" (5.7)

k=1j=1

(d)
Z Z Zjé’i,@( )(h) . (J?m >(_1)z?:ﬁlji

Jem+1=1jom=J2m+1 Ji1=J2 J2 J2m+1

k
= Z (=1)" " s (k, i) S (i,n) n'H (k — n). (5.8)
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(¢)

X, 2 -2 ()60

Im=1Jm—-1=Jm

_ kil (]: B D <Z) (m+1)"F. (5.9)

AR (AR Ful G I b

Jem+1=1jJjom=Jam+1 J1=J2

= (-)" (k N 1)H(k —n). (5.10)

n—1

(f)

Demostracién.
(a) Ponga p =1 en (5.2) para obtener (5.5).
(b) En (5.2) ponga 2m + 1 en lugar de m para obtener

n

> Z | g 2m+1( )(,71> , (.jgm ) —

Jzm+1=1Jem=J2am+ J2 Jam+1
2m+1 n=J
- Sstama ()

Si k <nyp=—1, el lado derecho de esta expresion es claramente igual a
cero. Si k > n podemos escribir

k 4 2m+1 ‘ n—j
3" S (k) (n); (Z pl>
1=0

j=1
n—1 ‘ 2m+1 ‘ n—j 2m+1 n—n
= Zs(k,j)(n)jp]<2p’> +8 (kyn) ( (ZP) :
=1 i=0
pues (n)J = 0si j > n. Cuando p = —1, cada uno de los sumandos de la

sumatoria del lado derecho es igual a cero, de modo que (cuando k > n) tenemos
que

k 2m+1 n—j
> S (k) (n); (=1) < > (—1)i> =S (k,n)nl (-1)".

Jj=1 =0

En resumen, tenemos que
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k /2m+1 N\
> S (k) (n); (=1) (Z (1)l> = (-1)" S (k,n)nlH (k —n),

J=1 =0

y por tanto tenemos (5.6).
(c) Ponga p =1 en (5.3) para obtener (5.7).
(d) Poniendo 2m + 1 en lugar de m en (5.3) obtenemos

n n n . .
.(k n J1 J2 2m+1 ;.
S oor e () (e
J2 J2m+1

Jem+1=1jam=J2am+1 J1=J2 J1

k . i 2m41 \ I
= Z(—l)k"‘sw)ZS(z‘J)(n)jp@m*”ﬂ<Zpl) :
i=1 j=1 i=0

Si k <nyp=—1, el lado derecho de esta expresion es claramente igual a
cero. Si k > n podemos escribir

ki ‘ C[2mAl n—j
S (=D s (ki) S (05) (n); P (Z pl)

i=1 j=1

n—1 _ v (amAr "
= DT s (ki) Y S () (), P (Z pz)

i=1 j=1 i=0
k i 2m41 n—j
k—1 . .. : i
DASENED IR o or)
i=n 7j=1 =0
Poniendo p = —1, cada uno de los sumandos de la primera sumatoria del

lado derecho de esta expresién es igual a cero. Tenemos entonces que
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i=1 j=1 =0

k /2mA1 n=J
= Z( ki ZS i, )J<Z(—l)7>

1=n =0

n—j

: o[ TS e Y (S )
= i S () () (1) (27 ()

k ] 7 ] 2m+1 ] n=j
= YD ) Y8 ) () (-1 ( > (—1)@)

i=0

= > (-1 s(ki)S (i,n) (n), (-1)".

i=n

En resumen, tenemos que

- RO (e
= Z (=)™ s (k, ) S (i,n) U H (k — ),

como queriamos.
(e) Poniendo p =1 en (5.4) se obtiene (5.9).
(f) Poniendo 2m + 1 en lugar de m en (5.4) obtenemos

1

£ EOR ()T

Jem+1=1Jom=Jam+1 J1=J2

S0 (5

Sik <nyp=—1 cada sumando de la sumatoria del lado derecho es igual
a cero. Si k > n podemos escribir
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+<:z_1><n>wmﬂ>n (”"z“p> R

pues (?) =0 con j > n. Poniendo p = —1 en la dltima expresién, cada sumando
de la primera sumatoria del lado derecho es igual a cero, de modo que

(v (o) (e

Tenemos entonces que

2m41

2 GGG s

Jem+1=1jom=Jam+1 J1=J2

= v (D)) G-,

n—1

lo que prueba (5.10).
Q.E.D.

NOTA. Las férmulas (5.6), (5.8) y (5.10) han sido obtenidas de (5.2), (5.3)
y (5.4), respectivamente, poniendo 2m + 1 en lugar de m y p = —1. Sien (5.2),
(5.3) y (5.4) ponemos 2m en lugar de m y p = —1 obetenemos

3 Z s 2m( )(h)...(h_m—l)( [T

2
Jem=1 jom—1=j2m J1=j2 J2m

k
= D _S(hj)(n); =n",

3

9 - n\ (i i 2
-(k 1 2m—1 “ g
§ § E 3513()()( m )(_1)21”
Jzm=1J2m—1=J2m J1=J2 J1 J2 J2m

K3

= > (-1 s (ki) oSl ), =

i=1

kS

(—l)k_i s(k,i)ynt =n®),

M=

i=1
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i i: i <Z><2><J2m1> (j2m-|];k—1> (_1)§ji

Jem=1j2m—1=Jo2m J1=j2 Jam
B i(k—l) (n) B <n+l<;—1)
2 G-\ i

respectivamente. Sin embargo, estos resultados pueden verse como simples con-
secuencias de (4.1), pues se trata del hecho

Y Y - - n\ ([ Jam-1 2m
)ONED DD SIS f(jzm)<j )(j ) - ( o )(_nzi-m
J2m =1 jam—1=j2m Jom—2=J2m—1 J1=j2 1 2 2m
= fn),
ya comentado después del Corolario 4.1, en donde f(jom) = j5,., f(jam) = jé’fn),
v, f(2m) = (”"ﬂ;kfl), respectivamente.

6 Comentarios finales

POR HACER.
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